NUMERIQUE ET SCIENCES INFORMATIQUES

Graphes

Structures de données

@ PREMIERES DEFINITIONS

1.1 Exemple introductif

On modélise un plan de quartier dans lequel les lieux sont les sommets et les rues sont les arétes :

rue 4

rue 3

1l

) rue 1

[Centre commercia

1.2 Définitions

— Un graphe est la donnée d’un ensemble de sommets et d’'un ensemble d’arétes qui relient deux
sommets.

— Lordre du graphe est le nombre de ses sommets. Le graphe ci-dessus est d’ordre 5.
— Une boucle est une aréte reliant un sommet a lui-méme (la rue 4 ci-dessus).
— Deux sommets reliés par une aréte sont dits adjacents.

— Un graphe simple est un graphe sans boucle et tel qu’entre deux sommets, il y a au plus une aréte.

1.3 Graphe orienté

Un graphe orienté est un graphe dont les arétes ont un sens de parcours. On parle alors d’arcs au lieu
d’arétes.
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1.4 Graphe complet

Un graphe complet est un graphe dont tous les sommets sont reliés deux a deux par une unique aréte. Le
graphe complet d’ordre 5 est noté Ks :

1.5 Degré d’'un sommet
Le degré d’un sommet est le nombre de fois ot1 le sommet est 1’extrémité d'une aréte.

— Lorsque le graphe est simple, le degré d’un sommet est simplement le nombre d’arétes issues de ce
sommet.

— Une boucle compte pour deux dans le degré.

Exemple. Dans le graphe du quartier : deg(M) = 3 (rues 1,2,7), deg(B) = 3 (rues 2,3,9),deg(L) =2+2 =4
(rues 3, 5 et la boucle qui compte double), deg(P) = 4 (rues 5, 6,7, 8), deg(CC) =4 (rues 1, 6,8, 9).

1.6 Théoreme 1 (somme des degrés)

La somme des degrés de tous les sommets d’un graphe est égale au double du nombre total d’arétes :

Z deg(S) = 2 X nombre d’arétes.

S sommet

Vérification. 4 +4+4+3 +3 =18 =2 X9 arétes. v

Conséquence. Dans un graphe complet d’ordre 1, chaque sommet est de degré n — 1.
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(@) CHAINES SUR UN GRAPHE

2.1 Définitions

— Une chaine (ou chemin) est une suite d’arétes mises bout a bout. La longueur d’une chaine est le
nombre d’arétes la constituant.

— Un cycle est une chaine dont les extrémités coincident, chaque aréte étant prise une seule fois.

— Un graphe est connexe lorsque, pour chaque paire de sommets, il existe au moins une chaine reliant
les deux sommets. Autrement dit, il est « d"un seul tenant ».

— (Complément hors programme.) Une chaine eulérienne passe par toutes les arétes du graphe, chacune
une seule fois. Si elle revient au sommet de départ, c’est un cycle eulérien.

2.2 Exemple

Le graphe du quartier admet une chaine eulérienne : Maison — Centre commercial — Piscine — Lycée — Lycée
— Boulangerie — Centre commercial — Piscine — Maison — Boulangerie (9 arétes, dont la boucle sur le Lycée).
2.3 Théoreme 2 (condition d’Euler)

Un graphe admet une chaine eulérienne si, et seulement si :

1. le graphe est connexe;

2. il posséde exactement 0 ou 2 sommets de degré impair.

Si les sommets de degré impair sont au nombre de 0, c’est un cycle eulérien.

Vérification. Le graphe du quartier est connexe, et les sommets de degré impair sont Maison (3) et
Boulangerie (3), soit exactement 2. La chaine eulérienne part de la Maison (ou de la Boulangerie) et arrive a
l'autre.

Remarque. L'hypothése «le graphe est connexe » est indispensable!

(3 MATRICE D’ADJACENCE
3.1 Définition
Soit G un graphe d’ordre n dont les sommets sont numérotés de 1 a n. La matrice d’adjacence de G est la

matrice carrée A de taille n ol1 4;; est le nombre d’arétes reliant les sommets 7 et j (ou le nombre d’arcs de i
vers j dans un graphe orienté).
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3.2 Exemple 1 : graphe non orienté

»

Ce graphe n’est pas simple (il posséde une aréte double entre 2 et 3, et une boucle sur 4). La matrice est
symétrique (car le graphe est non orienté). Le coefficient a3 = 2 indique deux arétes entre les sommets 2 et
3. Le coefficient a44 = 1 indique une boucle.
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3.3 Exemple 2 : graphe orienté
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La matrice n’est pas symétrique : 21 = 1 (arc de 1 vers 2) mais a1 = 0 (pas d’arc de 2 vers 1). Le coefficient
a44 = 1 indique une boucle sur le sommet 4.

3.4 Propriétés
— Graphe non orienté simple : la somme d’une ligne = degré du sommet.
— Graphe non orienté : la matrice est symétrique (a;; = a;;).
— Graphe complet d’ordre 7 : matrice remplie de 1 sauf la diagonale (remplie de 0).

— Graphe orienté : la somme de tous les coefficients = nombre d’arcs.
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3.5 Théoréeme 3 (puissances de la matrice)

(Complément hors programme.) Soit G un graphe et A sa matrice d’adjacence. Le coefficient m;; de la matrice AP
est le nombre de chaines de longueur p reliant le sommet i au sommet j.

Exemple. Avec un graphe non orienté simple a 4 sommets (1-2, 1-4, 2-3, 3-4) :

0101 2020
101 2
Ac|l OOl L 02002
0101 2020
1010 0202

Le coefficient a%) = 2 signifie qu’il existe 2 chaines de longueur 2 reliant le sommet 1 au sommet 3 :

1-52—>3etl 54— 3.

(@) GRAPHES PONDERES

4.1 Définitions

— Un graphe est dit étiqueté lorsque ses arétes portent des étiquettes (nombres, symboles, etc.).
— Un graphe pondéré est un graphe étiqueté dont les étiquettes sont des nombres positifs appelés poids.
— Le poids d"une chaine est la somme des poids des arétes qui la composent.

— Une plus courte chaine entre deux sommets est une chaine de poids minimal.

4.2 Exemple

Le graphe du quartier, muni des distances en km :

|

[Centre commercial |

1

— Chemin Maison — Boulangerie — Lycée : poids 3 + 1 = 4 km (2 arétes).
— Chemin Maison — Centre commercial — Piscine — Lycée : poids 1 + 3 + 2 = 6 km (3 arétes).

— Chemin Maison — Piscine — Lycée : poids 5 + 2 = 7 km (2 arétes).

Le chemin le plus court en poids (4 km) est bien le Maison — Boulangerie — Lycée, qui utilise I'aréte de
la rue 3 (de poids 1). Le chemin le plus court en poids n’est pas nécessairement celui qui traverse le moins
d’arétes. La recherche du plus court chemin dans un graphe pondéré fait 1'objet de I’algorithme de Dijkstra,
étudié dans le prochain chapitre.
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